Chapitre 11. Compléments sur les nombres réels

1 Partie entiere

1.1 Caractere archimédien des réels et définitions
Proposition 1.1 (Caractere archimédien de R). OnaVx € R,dn € Z:n > x

Proposition 1.2. Soit x € R
Alors il existe un unique entier n € Z telquen < x <n+1
Cet entier n est appelé partie entiere (inférieure) de x et noté | x|

Corollaire 1.3 (du caractere archimédien).
* OnaV£>O,3neN*:%<e
* (Propriété d’Archimede) : Vx,y € R}, In € N :nx >y

1.2 Premiéres propriétés

Proposition 1.4.

OnaVxeR, |[x] <x<|[x]+letx—1< [x| <x

* VneZ,Vx €R, [x+n| =|x|+n
VxeR,VneZ n<x < n<|x]

La fonction |- | croit: Vx,y e R, x <y = |x]| < |y]

*

*

*

1.3 Division euclidienne dans IR

Théoréme 1.5. Soit x € Ret T € R*
Il existe un unique couple (q,7) € Z x [0, T[ tel que x = gT +r

2 Vocabulaire de la proximité

2.1 Points )-proches
Proposition 2.1. Soitx,y € Retd >0
LASSE :
@ |x—yl <o
() x—0<y<x+546
(iii) y € [x —6,x+ ]
iv) y—6<x<y+9o
(V) xely—0,y+7]
Si ces assertions sont vraies, on dit que x et y sont J-proches.

Proposition 2.2 (Inégalité triangulaire). Soit x,y,z € Retd,n > 0
Alors, si x et y sont J-proches et que y et z sont 77-proches alors x et z sont (§ + #)-proches.

2.2 Points adhérents a une partie

Définition 2.3. Soit A C Retx € R
On dit que x estadhérenta AsiVé >0,Ja € A:|x—a| <¢
On note A ou Adh(A) et on appelle adhérence de A 1’ensemble des points adhérents a A.



2.3 Densité

Proposition 2.4. Soit A C R
LASSE :

(i) Tout intervalle ouvert non vide rencontre A (a une intersection non vide avec A)
(i) Vxe R, V6 >0,FJac A:|x—a| <J
(iii) A =R
Quand ces assertions sont vraies, on dit que A est dense (dans IR)

Proposition 2.5. Q est dense dans R

Corollaire 2.6. R\ Q est dense dans R

3 Bornes supérieures et inférieures

3.1 Définition et existence

Définition 3.1.
* Soit A C R une partie non vide et majorée.

La borne supérieure de A (si elle existe) est le plus petit des majorants de A.

On la note sup(A)

* De méme, si A C R est non vide et minorée,
On appelle borne inférieure de A le plus grand des minorants de A.
On la note inf(A)

Théoréme 3.2 (Propriété de la borne supérieure).

Toute partie non vide et majorée de R possede une borne supérieure.
Proposition 3.3. Si A C R admet un maximum, alors sup(A) = max(A)

Corollaire 3.4. Soit A C IR non vide et majorée.
Sisup(A) ¢ A, alors A n’a pas de maximum.

3.2 Caractérisation et utilisation pratique

Proposition 3.5. Soit A C R non vide et majorée et S € R
LASSE :
(i) S =sup(A)
(i) (caractérisation epsilonesque): S majore AetVe >0,dJa€c A:a> S —¢
(iii) S majore AetS € A
(iv) (caractérisation sequentielle) : S majore A et il existe une suite (a,),eN € AN telle que a, m S
Proposition 3.6 (Passage a la borne supérieure des inégalités larges).

Soit A C R non vide et majorée et M € R
Alors sup(A) < M <= M majore A



4 Compléments

4.1 Sous-groupes de R

Théoreme 4.1. Tout sous-groupe de (R, +) est monogene ou dense.

4.2 Retour sur le caractere archimédien

Rémarque : la propriété de la borne supérieure entraine le caractére archimédien de R, cad
VxeR,dneZ:n>x

4.3 Classification des intervalles

Théoréme 4.2. Soit I C R un intervalle.
Alorsil existe a,b € R tel que

[ €{®, {a}, [a,b], [a,b], |a,b], |a,b], [a,+oo[, Ja,+oo[, | —00,b], | —00,b[, R}



